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Introduction ;The back grounds

• Hadronic / Nuclear matrix elements (form factors) provide 
important information on 

• Hadron structures

• Beyond Standard Model

• WIMP and Nuclei interactions

• Interactions

• pp-chains,  Neutrino-Nuclear interactions
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Introduction ; HAL QCD method
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Ø The method to construct the QM of multi-Hadrons from	QCD



Introduction ; Conserved Current(1)

• Conserved	currents	should	be	derived	carefully.

• Example	:	one	pion	exchange	potential	(OPEP)

ØSince	the	pion	current	is	missing
the	naïve	current	on	the	right	does	NOT	conserve.
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Noether	current	=	pionic	part+	protonic	part The	naïve	current	=	protonic	part

Effective	quantum	mechanicsOriginal	theory
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Introduction ; Conserved current(2)

• Additional	contribution	is	needed
The	exchange	current	/	two	body	current.

• Example	;	Thompson	and	Heller’s	approach

• Bremsstrahlung	amplitudes	of	deuterons	in	the	original	theory.

• Current	in	the	effective	QM	that	reproduce	the	Amp.
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第 章 相互作用のある核子系のカレント

図 結合模型において電荷 の一次のオーダーで、全カレントを与えるダイヤグラ
ム。 は一体のカレント、 は二体のカレントを表す。

次に、 をポテンシャルとする有効量子力学で、制動放射を計算する。 をポテ
ンシャルとする 核子系の量子力学のシュレーディンガー方程式は次のように与えられる。

、 は各々、核子 と の座標を表す。 は核子の質量である。この系において、核子
の一体のカレントが、よく知られた、次の式で与えられることを仮定する。

ここに、 はそれぞれ、核子 の磁気モーメントを与えるオペレーターである。また、
である。 結合模型の ダイヤグラム から得られる

制動放射の行列要素と、 をポテンシャルとする有効量子力学から得られる制動放射
の行列要素の、双方を再現するような二体のカレント演算子を正しいカレントとして求め
た 。この二体のカレントを今後、 カレントと呼ぶことにする。
座標表示の カレントは次の式で表される。
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;	2	nucleon	wave	func.

;	OPEP.
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Thompson	and Heller.	

P.R.C	7.6	(1973):	2355.	



Strategy
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• As	a	first	step	we	consider	
• A non-relativistic	solvable	field	theory

• Theory	of	elemental	bosons,	instead	of	Nucleons

• Simplest	non-trivial	model

Effective	quantum	mechanics

Original	theory



The model(1)

• Non-relativistic	two	channel	coupling	model.

• The	model	mimics	the	(np)-(np’)	coupling.

• The	conserved	current	accompanied	by	U(1)	symmetry.
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第 章 波動関数等価ポテンシャルとカレント行列要素

並進対称 チャンネル結合模型
次に、並進対称な系におけるカレントの公式を導出する。次の、第二量子化された非相対

論的 チャンネル結合模型のハミルトニアンで考える。

H =
∑

α=0,1,2

T̂α +
∑

i,j=1,2

V̂ij

ここで、 と は場に関する添字であり、 番目の核子の運動項と結合項 は以下のよう
に表される。

　先ほどと同様に場 は各々、中性子と相互作用する陽子 と陽子の励起状態 に対
応している。先ほどと異なるのは 中性子の場が含まれる点である。陽子とその励起状
態は注意しの作るポテンシャルの中を運動する。 は陽子を励起させるのに必要なエネル
ギーを表す。簡単のため。ここでも場は交換関係

を満たものとしてボソンとして扱う。この模型をダイヤグラムで表すと次のように や
と相互作用しながら が空間を運動する模型になる。

図 並進対象な チャンネル結合模型。

場は各々、次の式で表される時間発展に従う。

原点に固定されたポテンシャル周りの チャンネル結合模型

原点に固定されたポテンシャル周りの チャンネル結合模型のネーターカレント

この模型においてグローバルな 対称性に付随するネーターカレントを求める。 と
は同じ電荷を持つものであるから、 な 変換の元で場は次のように変換する。

この変換の元でハミルトニアンは明らかに不変である。従って、この対称性に付随するネー
ターカレントがあり、それはネーターの定理を適用することで以下のように計算される。
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∑

j=1,2

[

δ0µφ
†
j(x)φj(x)− δiµ

i

2m
φ
†
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←→
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]

ここで、 は場のインデックス、 はベクトルの空間成分を表す添字である。この模型では
チャンネル結合のポテンシャル は電荷を交換しない。従ってこの式は対称性に基づく正
しいカレントを与える。

非並進対称な系における波動関数等価ポテンシャル
　 ’の生成閾値以下の低エネルギー領域でチャンネル１の 波動関数を生成する有

効量子力学を導く。カットオフ においてチャンネル１の波動関数が以下の式を満
たすとする。

この式を波動関数が満たすようにポテンシャル を の方法で決定する。今の模
型から得られる 波動関数に対して波動関数等価ポテンシャルを以下のように構成する。

ここで。 は ベクトルで、次の式で構成することができる。

ここに はノルムカーネルで以下のように書かれる。

上の二番目の等号で 波動関数の複素共役と 波動関数の時間発展が逆転している
ことを用いて時間発展をキャンセルさせた。この時間発展のねじれから波動関数等価ポテン
シャルが時間非依存であることがわかる。このように作った ベクトルはチャンネル２の

以下のエネルギー領域で以下のように元の 波動関数との直交関係を満たす。
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The model(2)

• The	equal	time	(																		)NBS	wave	functions	(i=1,2)

• Coupled	Channel	Equation.
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第 章 波動関数等価ポテンシャルとカレント行列要素

波動関数

今後の議論で必要になるので、以下の手順で同時刻の波動関数 を重心部分の波動
関数と相対部分の波動関数に分ける。まず、重心座標 と相対座標 は次のようになる。

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

R⃗ =
1

2
(x⃗+ y⃗)

r⃗ = x⃗− y⃗

をエネルギーを区別するための添字とする。エネルギー は相対運動のエネルギー
と重心の運動エネルギー の和になる。ここで、 と は次の式で定義される。

上式で、 は重心の運動量、 は相対運動量を表す。これらの量を用いて 番目の準位の
波動関数を書き直すと次のようになる。

ここで、 は相対部分の波動関数である。また、重心の運動量が の 波動関数
であることを明確にするために添字に を追加した。この重心運動と相対運動を分離した

波動関数を 波動関数と呼ぶ。相対部分の波動関数は次の方程式を満たす。

並進対称な模型における波動関数等価ポテンシャル
『原点に固定されたポテンシャル周りの チャンネル結合模型』と同様に、 の生成閾値よ
り低いエネルギー領域でチャンネル１の 波動関数を生成する有効量子力学を導く。チャ
ンネル の 波動関数が次の式を満たすように波動関数等価ポテンシャルを決定する。

このとき、波動関数等価ポテンシャルとして次のものを取ることができる。

ただし、 であり、ポテンシャルは相対運動のエネルギーが の生成閾値を超えな
い時にチャンネル の波動関数を生成する。上の式の は ベクトルで、次の直交
関係を で満たす。
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The HAL QCD method

• Construct	the	potential	for	ch.1	in	the	elastic	region

• The	HAL	QCD	potential.

• The	dual	vector

• The	Schrödinger	equation	is	satisfied	by	the	potential
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Current Matrix Elements(1)

• The	Hamiltonian	in	the	external	field

• The	external	field	couples	to	the	kinetic	parts	of	p	and	p’
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Current Matrix Elements(2)

• Hamiltonian	in	the	external	fields	with	projection.

• Projection	op.	on	to	the	elastic	region

ØUnwanted	transition	to	ch.2	is	induced	by	the	ext.	field

ØThe	projection	is	introduced	to	eliminate	this	contribution

• The	Heisenberg	op.
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Current Matrix Elements(3)

• The	NBS	wave	functions	in	external	field.

• Satisfy	the	modified	coupled	channel	equation

• The	Additional	term	from	the	cut	off

• We	write
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Current Matrix Elements(4)

• The	HAL	QCD	potential	in	the	external	field.

• The	dual	vector		satisfies	orthogonality	relation																				

• The	Schrödinger	equation	is	satisfied	by	the	potential.

• NBS	wave	func.	is	reproduced.
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Current Matrix Elements(5)
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to	solve	the	Eq.	
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Multiply															on	both	hand	sides
δ
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Current Matrix Elements(6) ; Result(1)

• The	Current	matrix	element	formula

• The	functional	derivative

• Left	and	right	eigenvectors

• coming	from	the	Green’s	func.
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Current Matrix Elements(6) ; Result(2)

• Physical	meanings

• Time	component	/	Charge	density

• Corresponding	diagrams

2017/6/14 Lattice	2017 16

l,P j
0
(z) m,Q = d

3
y∫ ψ!

L

1,l
(
!
z,
!
y)ψ!

R

1,m
(
!
z,
!
y)e

− iEnz
0

p’
=

+
V

𝑧

𝑧

+ d
3
x d

3
y ∫ ψ L

1,lP
(
!
x,
!
y)
δVΔ[At ]

δA
0
(z)

A=0

ψ R

1,mQ
(
!
x,
!
y)

𝑧



Summary

• We	have	given	an	example	how	to	consider	the	matrix	element	
in	an	effective	Q.M.	which	is	defined	by	the	HAL	QCD’s	phase	
shift	equiv.	potentials.

• We	have	constructed	the	HAL	QCD	potential
in	a	2nd quantized	non-relativistic	2	channel	coupling	model.

• In	an	effective	Q.M.	defined	by	the	HAL	QCD	potential,
we	have	formulated	how	to	calculate	the	current	matrix	element
so	that	the	result	agrees	with	those	obtained	from	the	original	theory.

• Remaining	problems
• Extension	to

• the	relativistic	theories
• models	with	composite	particles

• To	use	it	on	the	lattice,	we	have	somehow	to	deal	with	
• the	time-evolution	in	an	external	field	with	a	cutoff
• the	numerical	evaluation	of	the	functional	derivative
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Back up ; B.C for the Green’s func.

• The	Green’s	function

• The	solution	(without	writing	the	coordinates)

• The	functional	derivative

• The	B.C	for	the	Green’s	func.
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i∂
0
+ H

0
−V( )

−1

= G(t,t ')

δψ (
!
x,t;A)

δAµ (z)
= 0         (t < z

0
)

δψ (
!
x,t;A)

δAµ (z)
= G(t,z

0
)Kµ (z

0
)ψ (z0 )

G(t,t ') = 0      (t < t ')



Back up ; The Green’s func.

• The	explicit	form

• Satisfies
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G(x⃗, y⃗; x⃗′y⃗′, t, t′) = −iθ(t − t′)
∞

∑

n

∫

d3P

(2π)3
ψL

1;nP (x⃗, y⃗)ψR
1;nP (x⃗′, y⃗′)e−iEn(P⃗ )(t−t′).

(

i∂t +
1

2m
∇

2
x +

1

2m
∇

2
y

)

G(x⃗, y⃗; x⃗′, y⃗′, t, t′) −

∫

d3x′′

∫

d3y′′V (x⃗, y⃗; x⃗′′, y⃗′′)G(x⃗′′, y⃗′′; x⃗′, y⃗′, t, t′)

= ( ) ( ) ( ) (42)

∫ ∫

= δ(x⃗ − x⃗′)δ(y⃗ − y⃗′)δ(t − t′).



Back up ; Ward-Takahashi id.

• Ward-Takahashi	identity	gives	the	conservation	rule.

• Ex;	A	p-n	interaction	model	with	non-local	interaction.

• The	Word-Takahashi	id

• Obtained	from	local	U(1)	invariance	of	the	observables.

• If													is	a	divergence	of	an	current	op.	,	we	call	it	an	exchange	current.	
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ナイーヴネーターカレント・ 恒等式

図 の断面積のプロット。点線 は一体のカレントを用いたインパル
ス近似による計算結果である。ドット付きの点線が、 カレントによる補正を加えた結
果であり、実線は メソン交換カレントまで含めた場合の結果である。プロットされた点は

らによる実験結果 である。 から引用。

カレントの理論的導出

二体のカレントは実験結果に反映される量なので、これを理論的に決定することが試みら
れた。前述のように、 によって、 から、二体のカレントの条件式を満たす
カレントを導く式が与えられたが、これは らの求めた正しいカレントとは相容
れない。これは、カレントに不定性があるためである 。 以外にも、 からカ
レントの理論的導出を試みた例があるが、いづれも、正しいカレントを仮定して、不定性の
問題を克服しているという意味で、 現象論的 なものである。

ナイーヴネーターカレント・ 恒等式
非相対論的 結合模型における考察

前節で 結合相互作用を持つ核子とパイオンの系のネーターカレントについて議論し
た。では、パイオンの自由度を して得られる で相互作用する核子の系
で正しいカレントを求めることは可能であろうか？ と は、 結合によ
り相互作用する核子系のカレントを、制動放射の行列要素を考察することで得た。このよう
な筋道を辿らざるを得なかったのは、荷電粒子の自由度を して構成した有効
遠隔相互作用のある系にはネーターの定理が適用できないためである。このことを、簡略化
した遠隔相互作用の理論を考察することで示す。遠隔相互作用の最も簡単な例として、以下
の第二量子化された作用で与えられる理論を考える。

S = Sp + Sn + SI

第 章 相互作用のある核子系のカレント

ここで各々の項は次のように表現される。
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Sp =

∫

d4x
1

2

[

iφ∗

p(x)
←→
∂t φp(x) +

1

2m
(∇φ∗

p(x))(∇φp(x))

]

Sn =

∫

d4x
1

2

[

iφ∗

n(x)
←→
∂t φn(x) +

1

2m
(∇φ∗

n(x))(∇φn(x))

]

SI = −

∫

dt

∫

d3x

∫

d3yφ∗

n(x⃗, t)φ
∗

p(y⃗, t)V (x⃗− y⃗)φn(y⃗, t)φp(x⃗, t)

作用の中の は陽子と中性子の質量であり、 は陽子と中性子の場を表す。運動項の
中の時間微分は と対称化されている。陽子と中性子はこの模型においてポ
テンシャル で遠隔相互作用する。この理論をダイヤグラムで表現してみると次のように
なる。

図 遠隔相互作用ポテンシャルを介して相互作用する核子

ナイーヴネーターカレント・ 恒等式

式 を で汎関数微分することで次の関係式が得られる。

この式は任意の に対して成立するので、カレントの保存則として次のものが得られる。

−(i∂µĴµ(z)) + V̂ (z) = 0

ただし、簡略化するために を次の量として導入した。

また、式 は任意のオペレーター で成立するので、 に依存する項は全て無視した。
　この式は、オブザーバブルの不変性から要求される 恒等式 恒等式
である。第 項の存在から、第 項のナイーヴなネーターカレントだけでは正しい保存則を
満たさないことが判る。第 項を適当なカレントのダイバージェンスとして表すことができ
る場合、このカレントのことを交換カレント 二体カレント と呼ぶ。（交換カレントは 図
のダイヤグラムで表現される。）したがって、ナイーヴなネーターカレントは交換カレ

ントを含んでいないので、正しいカレントではないと言い換えることもできる。

図 をポテンシャルとする 核子系の有効量子力学で、二体のカレントを与えるダイ
ヤグラム。ポテンシャルから生じるカレントは二体のカレントに対応する。

以上から、ネーターのカレントは、粒子の自由度を して構成したポテンシャ
ルで定義される有効量子力学では、保存則を満たしていない。

V̂ (z) = d
3
x d

3
y {δ (

!
x −
!
z )−δ (

!
y −
!
z )}φn

*
(
!
x,z

0
)∫ φp

*
(
!
y,z

0
)V (
!
x −
!
y)φp (

!
y,z

0
)φn (
!
x,z

0
)

V̂ (z)



Introduction ; “Noether’s theorem”

• “Noether’s	currents”	are	not	always	the	conserved	currents.
• Example	:	p-n	pion	exchange	interaction

• Since	the	pion	current	is	missing
the	“Noether	current”	in	the	right	do	not	conserve.
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Integrate	out	𝜋"

Noether	current	=	pionic	part+	protonic	part “Noether	current”	=	protonic	part

Effective	quantum	mechanicsOriginal	theory



Asymptotic form  of NBS wave func.

• Example	;	S-wave

• From	LSZ	reduction	formula
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Asymptotic form  of NBS wave func.
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